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第五章  撓曲應力 

 

一、撓曲應變 

二、斷面正應力 

三、斷面慣性矩 

四、斷面剪應力 

五、剪力流 

六、合成斷面的應力 

一、撓曲應變 

 

(一)撓曲應變的假設 

假設： 

1.對稱直樑 

斷面至少有一對稱軸。 

2.純彎矩彎曲 

斷面上僅有彎矩作用。 

3.對稱彎曲 

彎矩指向垂直於對稱軸 

 

結果： 

 樑受正彎矩作用時產生凹面向上的彎曲。樑的頂部縮

短，底部伸長。撓曲後斷面仍保持為平面，無縐曲。 
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（二）中性軸與中性面 

 

曲面向上撓曲的直樑，頂部的直線縮短，底部的直線伸長。

伸長量由負到正間必存在一伸長量為零的直線。此直線的位置稱

為中性軸(neutral axis)；中性軸所在垂直於對稱軸的平面稱為中性

面(neutral surface)。在中性面上的直線撓曲時應變量為零。 

(三)撓曲的應變分佈 

撓曲時長軸方向的應變： 

樑之原長為 L，受正彎矩作用而彎曲﹐若曲率半徑為ρ﹐撓曲

角為θ。在距離中性軸上 y的一長軸縮短為 ′LLLL 。樑表面與中性軸最

大距離為 c（可能在頂不在底部）。 

L ==== ρθρθρθρθ  

(((( ))))′′′′ ==== −−−−L yρρρρ θθθθ  

變形量： 

δδδδ

θθθθ

==== ′′′′ −−−−L L

   = -y
 

應變： 

εεεε
δδδδ

ρρρρ

====

==== −−−−

L

y
   

 

最大應變： 

εεεε
ρρρρmax ====
c

 

c為最遠距離 

 

應變分佈： 

εεεε εεεε==== −−−−
y

c
max         cf. γγγγ γγγγ====

r

R
max  
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（四）曲率半徑 

假設： 

1.細長的樑；曲率半徑很大。 

2.
εεεε εεεε

εεεε γγγγ γγγγ γγγγ

x y

z xy yz xz

>>>>>>>>

→→→→

;

, , , 0
 

若 u,v分別為 x,y方向的位移； 

 

ρ θ

 x

 y

 

 

 

εεεε
∂∂∂∂

∂∂∂∂
x

u

x
====  

εεεε
∂∂∂∂

∂∂∂∂
y

v

y
==== →→→→ 0  

γγγγ
∂∂∂∂

∂∂∂∂

∂∂∂∂

∂∂∂∂xy

u

y

v

x
==== ++++ ==== 0  

(((( ))))Q εεεε
∂∂∂∂

∂∂∂∂y

v

y
v f x==== ==== ∴∴∴∴ ====0     

Q γγγγ
∂∂∂∂

∂∂∂∂

∂∂∂∂

∂∂∂∂xy

u

y

v

x
==== ∴∴∴∴ ==== −−−−0,     

u y
v

x
u==== −−−− ++++

∂∂∂∂

∂∂∂∂ 0  

u u

dx x
y

v

x

v

x

−−−−
==== −−−−





















0

2

∂∂∂∂

∂∂∂∂

∂∂∂∂

∂∂∂∂

εεεε
∂∂∂∂

∂∂∂∂
           = -yx

2

 

 

曲率(curvature: κκκκ ) 

 

(((( ))))

κκκκ
ρρρρ

∂∂∂∂
∂∂∂∂

∂∂∂∂
∂∂∂∂

==== ====

++++





















↓↓↓↓

1

1

2

2

0

2

3

2

v
x

v
x123

 

∴∴∴∴ ≅≅≅≅κκκκ
∂∂∂∂

∂∂∂∂

2

2

v

x
          

 
∴∴∴∴ ==== −−−−εεεε κκκκ

ρρρρ

x y

       = -
y
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二、斷面正應力 

 

(一)正應力分佈 

假設： 

1.彈性材料。 

2.變形在比例限內。 

3.伸長與縮縮的彈性係數相同。 

 

由應變分佈 

εεεε εεεε==== −−−−
y

c
max

 

E E
y

c
εεεε εεεε==== −−−− max  

 

斷面正應力分佈： 

σσσσ σσσσ==== −−−−
y

c
max  

(二)中性面位置 

 

σσσσ σσσσ==== −−−−
y

c
max  

斷面合力：F 

因斷面上僅有彎矩作用∴∴∴∴ ====F 0  

F dA

dA

ydA

A

A

==== ∫∫∫∫

∫∫∫∫

∫∫∫∫

σσσσ

σσσσ

σσσσ

    = -
y

c

    = -
c

A

max

max  

∴∴∴∴ ====∫∫∫∫ ydA
A

0  

因此：中性面通過形心。 
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（三）彈性撓曲公式 

elastic flexure formulas 

 

M y dA==== −−−−∫∫∫∫ σσσσ  

==== −−−− −−−−






∫∫∫∫ y

y

c
dAσσσσ max

 

==== ∫∫∫∫
σσσσ max

c
y dA2

 

====
σσσσ max

c
I  

其中： 

I y dA==== ∫∫∫∫
2

 

I為斷面對於中性軸的慣性矩 

 

最大正應力： 

σσσσ max ====
Mc

I
 

σσσσ x

My

I
==== −−−−  

 

 

 

定義彈性斷面模數 

(elastic section modulus):S 

S
I

c
≡≡≡≡  

則σσσσ max ====
M

S
 

 

附註： 

直樑受剪力作用時，斷面產生縐曲，撓曲公式並不成立。

但因其影響很小，可以忽略。故撓曲公式可以用於任何負荷作用

於對稱面的細長元件。 
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（四）撓曲角 

 

1

ρρρρ

εεεε

σσσσ

==== max

c

   =
Ec

   =
1

Ec

Mc

I

   =
M

EI

max

 

在中性面上 

L ==== ρθρθρθρθ  

∴∴∴∴ ====θθθθ
ML

EI
 

三、斷面慣性矩 

moment of inertia 

 

斷面慣性矩必須對某一特定軸而言。 

 

（一）直角三角形 

 

 x

 y

′′′′x

′′′′y

 h

 b

 w  dy

y

 

對於底邊取慣性矩： 

I y dAx
A

≡≡≡≡ ∫∫∫∫
2

 

==== ∫∫∫∫ y wdy2
 

====
−−−−






∫∫∫∫ y b

h y

h
dy

h

2

0

 

====
1

12

3
bh
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對於通過形心的軸取慣性矩： 

I y dAc
A

≡≡≡≡ ∫∫∫∫
2

 

====
−−−−













−−−−

∫∫∫∫ y b
h y

h
dy

h

h

2

3

2

3 2
3  

====
1

36

3bh
 

 

（二）平移公式 

若 y為中性軸與底邊（x軸）的距離 

以 ′′′′ ′′′′x y, 為座標 

I y dAc
A

==== ∫∫∫∫
2

 

(((( ))))I y y dAx
A

==== ++++∫∫∫∫
2

 

==== ++++ ++++∫∫∫∫ ∫∫∫∫ ∫∫∫∫
⇓⇓⇓⇓

y dA y dA y ydA
A A A

2 2

0

2
124 34

 

==== ++++I y Ac

2
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（三）常見幾何形狀的斷面慣性矩 

對形心軸（中性軸）的慣性矩 

1.矩形 

 h

 b
        I bh====

1

12

3
 

 h

 b
         I bh====

1

36

3
 

 d

      

I d

R

====
1

64

1

4

4

4

ππππ

ππππ   =

 

（四）組合斷面的斷面慣性矩 

計算程序： 

1.先求組合斷面的形心軸。 

2.求各組合元素對其形心軸的斷面慣性矩。 

3.以平移公式將上述的慣性矩轉換成對組合件形心軸

的慣性矩。 

4.將各元素的慣性矩合計。 
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《例題》 

求下列斷面的斷面慣性矩 
 10

 2

 10

  2

 c
 A

 B

單位： cm  

【解】 

1.先求形心： 

 
c

c

( ) ( ) ( )( )2 10 10 2 5 2 10 10 1 10 2

8

⋅⋅⋅⋅ ++++ ⋅⋅⋅⋅ ==== ⋅⋅⋅⋅ ⋅⋅⋅⋅ ++++ ++++ ⋅⋅⋅⋅

∴∴∴∴ ====
 

距離底邊 8 cm  

2.對整體的形心軸慣性矩 

(1)用合成： 

} }

}

I

I cm

A

A

B

B

==== ⋅⋅⋅⋅ ++++ ⋅⋅⋅⋅ −−−−

++++ ⋅⋅⋅⋅ ++++ ⋅⋅⋅⋅ −−−−

∴∴∴∴ ====

1

12
2 10 2 10 8 5

1

12
10 2 10 2 11 8

533

3 2

3 2

4

對其形心的慣性矩 的面積 平移量平移公式
對其形心的慣性矩 的面積 平移量平移公式

124 34
1 244 344

124 34

678

1 244 344

( )( )

( )( )        

用扣除： 

 A

 B

 c

 

(((( ))))

(((( ))))

I

A B

==== ⋅⋅⋅⋅ ++++ ⋅⋅⋅⋅ ++++

−−−− −−−− ⋅⋅⋅⋅

1

36
2 8

1

36
10 2 2

1

36
10 2 2

3 3

3

對整體形心軸對整體形心軸對整體形心軸對整體形心軸的慣性矩的慣性矩的慣性矩的慣性矩 對整體形心軸對整體形心軸對整體形心軸對整體形心軸的慣性矩的慣性矩的慣性矩的慣性矩淡色部份對整體淡色部份對整體淡色部份對整體淡色部份對整體形心軸慣性矩形心軸慣性矩形心軸慣性矩形心軸慣性矩
124 34 1 244 344

1 244 344
   

 

∴∴∴∴ ====I cm533 4
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《例題》 

求下列斷面的斷面慣性矩 

 

 

 1

 1 1 1

 1

 2

         

 1

 1 1 1

 1

 2

 

單位： cm  

 

I

cm

==== ⋅⋅⋅⋅ −−−− ⋅⋅⋅⋅
1

12
3 4

1

12
1 23 3

3   = 15 1
3
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《例題》 

求下列斷面的斷面慣性矩 

 1

 1 1 1

 1

 2

          

 1

 1 1 1

 1

 2

 

單位： cm  

(((( ))))I ==== ⋅⋅⋅⋅ −−−− ⋅⋅⋅⋅
1

12
3 4

1

12
2 23 3( )

   = 14 2
3
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四、斷面剪應力 

 

（一）剪應力公式 

取樑的一小段 

 y

 dx

 M  M+dM V  V

 

 
ττττVττττV

σσσσ Rσσσσ L

ττττ H  
水平方向的剪力FH

： 

F tdxH H

x

x dx

====
++++

∫∫∫∫ ττττ
 

  ==== −−−−∫∫∫∫ ∫∫∫∫σσσσ σσσσR

y

c

L

y

c

dA dA  

(((( ))))
====

++++
−−−− −−−−∫∫∫∫ ∫∫∫∫ -  

y

c M dM y

I

My

I
y

c

 

==== −−−− ∫∫∫∫
dM

I
ydA

y

c

 

Q −−−− ====V
dM

dx
;       

若定義  Q ydA
y

c

≡≡≡≡ ∫∫∫∫  

F
Vdx

I
QH ====   

Q為面積對形心軸的一次矩(first moment of the area 

with respect to neutral axis) 

假設 ττττ H 在厚度（t）方向均勻分佈 

（實際上外側較大） 

 

ττττ H dx t
Vdx

I
Q⋅⋅⋅⋅ ====  

ττττ ττττH V

VQ

It
==== ====  
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（二）矩形斷面的剪應力分佈 

 

 

 y

 b

 h/2

 h/2

 

剪應力公式： 

ττττ ====
VQ

It
 

Q b
h

y
h

y==== −−−−






 ++++



















2

1

2 2
 

I bh====
1

12

3

 

t b====  

剪應力： 

(((( ))))
ττττ ====

−−−−3 4

2

2 2

3

V h y

bh
 

 

 

或寫成 

ττττ ==== −−−−










V

I

h
y

2 4

2
2

 

 

特殊值： 

 

y
h

==== ====
2

0;     ττττ  

y ==== 0;     =

                 =
3V

2A

maxττττ ττττ

  

剪應力分佈圖： 

 

 h/2

 h/2

3

2

V

A

 

p.287, fig 5.35 
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（三）圓形斷面的剪應力分佈 

特點： 

1.剪應力與斷面的表面相切。 

2.再一水平面上剪應力的垂直分量相同。 

 

         

 y

dy

2
2 2

R y−−−−

R

 θθθθ

 

 

Q y R y dy
y

R

==== −−−−∫∫∫∫ 2 2 2
 

(((( ))))==== −−−−
2

3

2 2
3

2R y
 

I
R

====
ππππ 4

4
 

t R y==== −−−−2 2 2
 

剪應力 y方向的分量： 

ττττ y

VQ

It
====  

(((( ))))==== −−−−
4

3 4

2 2V

R
R y

ππππ
 

剪應力： 

ττττ
ττττ

θθθθ==== y

cos  

====
−−−−

R

R y
y

2 2
ττττ

 

==== −−−−
4

3 3

2 2V

R
R y

ππππ  

 

特殊值: 

y R==== ±±±± ;     = 0ττττ  

y ==== 0;      =

                  =
4V

3A

maxττττ ττττ
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（四）組合元件的剪應力分佈 

 
 b

hi

 y

 ho

 t

Flange

web

 

 

 

凸緣(flange)部份 
 b

hi

 y

 ho

 t

 

y
hi≥≥≥≥
2

 

Q b
h

y
h

yo o==== −−−−








 ++++





















2

1

2 2
 

t b====  

(((( ))))(((( ))))I bh b t h ho o i==== −−−− −−−− −−−−
1

12

1

12

3 3

 

  (((( ))))(((( ))))[[[[ ]]]]==== −−−− −−−− −−−−
1

12

3 3
bh b t h ho o i  

ττττ zy

VQ

It
====  

(((( ))))==== −−−−
V

I
h yo

8
42 2

 

Q I >>>>>>>> ≈≈≈≈0
1

2
; y ho  

所以 ττττ zy 的數值很小。 
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(2)腹部(web) 

 
 b

hi

 y

 ho

 t

 

 

y
hi≤≤≤≤
2

 

Q b
h h h h

t
h

y
h

y

o i o i

i

==== −−−−






 ++++



















++++ −−−−






 ++++



















2 2

1

2 2 2

2

1

2 2

1    
 

(((( )))) (((( ))))[[[[ ]]]]==== −−−− ++++ −−−−
1

8
42 2 2 2b h h t h yo i i  

 

(((( ))))(((( ))))I bh b t h ho o i==== −−−− −−−− −−−−
1

12

1

12

3 3

 

(((( ))))(((( ))))[[[[ ]]]]==== −−−− −−−− −−−−
1

12

3 3
bh b t h ho o i  

 

寬度 t t====  

ττττ zy

VQ

It
====  

(((( )))) (((( ))))[[[[ ]]]]==== −−−− ++++ −−−−
V

It
b h h t h yo i i

8
42 2 4 2

 

 

特殊值: 

(((( ))))[[[[ ]]]]
y

V

It
b h h h to i i

==== ====

==== −−−− ++++

0

8

2 2 2

; max      

                     

zyττττ ττττ

 

(((( ))))

y
h

V

It
b h h

i

o i

==== ====

==== −−−−

2

8

2 2

; min   

                   

zyττττ ττττ
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剪應力分佈圖 

          

ττττ min

ττττ max

 

 

腹部的剪力： 

(((( ))))

V tdy

t

web

h

h

i

i

====

++++

−−−−

−−−−

∫∫∫∫ ττττ

ττττ ττττ

2

2

3
2       =

hi
max min

 

 

平均剪應力： 

 

V Vweb ≅≅≅≅ −−−−0 9 0 98. .  

∴∴∴∴ ≅≅≅≅ττττ avg

i

V

h t
 

 

五、剪力流 

 

（一）平均剪應力與剪力流 

 

 dx

ττττ H  

 

剪力流(shear flow)q: 

剪力流為單位長度的剪力，單位 N/m。 

 

(((( ))))q w xH==== ττττ  

其中 w(x)為斷面寬度 

Q ττττ H HdA F
Vdx

I
Q==== ====   

剪力流公式： 

q
VQ

I
====  
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（二）接合面的剪應力 

 

h

 t

 

 

斷面慣性矩： 

 

(((( ))))(((( ))))(((( ))))I bh b t h t==== −−−− −−−− −−−−
1

12
2 23 3

 

上部橫元件接縫的剪力流： 

 

 

(((( ))))

(((( ))))(((( ))))

Q b t t
h h

t

t b t h t

==== −−−− ++++ −−−−




























==== −−−− −−−−

2
1

2 2 2

1

2
2   

 

 

接縫有兩邊；每一邊的剪力流為 

q
VQ

I
====

1

2
 

 

 q

 L

 q

 
若為膠合面；膠合面的剪力VG  

V qLG ====  
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若以釘結合；每支釘的剪力： 

 

 

 

 

V qdN ====  

其中為兩支釘子間的距離。 

 d

 

 

《例題》 

以厚度相同的木板結合成一方槽，受斷面剪力時那一種結合較

佳？ 

 

 h

 b

 A

     

 h
 B

 b
 

 

接縫的剪力流 

 

(((( )))) (((( ))))
q

V b t t h t

I
A ====

−−−− −−−−








2

1

2

2
 

(((( ))))
q

Vbt h t

I
B ====

−−−−










1

2

2
 

 

q qA B<<<<  

所以（A）的接合較佳。 
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（三）薄壁元件的剪力流 

工字樑凸緣在 X方向寬度寬，剪應力
ττττ
zyzyzyzy 小； Y方向寬度窄，

剪應力 ττττ
zxzxzxzx 大。剪力流應以 X方向為主。 

 

凸緣的剪力流： 

 
 b

hi

 y

 
ho

 t

 x

 

 

(((( ))))

(((( ))))(((( ))))

Q
b

x h h
h h

b x h h

o i
i

i

==== −−−−






 −−−− ++++











−−−− −−−−

2

1

2

1

2 2 2

1

16
2

0

0

2 2    =

 

 

(((( ))))(((( ))))I bh b t h ho o i==== −−−− −−−− −−−−
1

12

1

12

3 3

 

(((( ))))(((( ))))[[[[ ]]]]==== −−−− −−−− −−−−
1

12

3 3
bh b t h ho o i  

 

q
VQ

I
====  

(((( ))))(((( ))))[[[[ ]]]]==== −−−− −−−−
V

I
b x h ho i

16
2 2 2

 

 

在 x=0 時 

(((( ))))q
V

I
b h ho i==== −−−−

16

2 2
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腹部的剪力流： 

 
 b

hi

 y

 
ho

 t

 

 

Q b
h h h h

t
h

y
h

y

o i o i

i

==== −−−−








 ++++





















++++ −−−−








 ++++





















2 2

1

2 2 2

2

1

2 2

1      

 

 

(((( )))) (((( ))))[[[[ ]]]]==== −−−− ++++ −−−−
1

8
42 2 2 2b h h t h yo i i  

(((( ))))(((( ))))I bh b t h ho o i==== −−−− −−−− −−−−
1

12

1

12

3 3

 

(((( ))))(((( ))))[[[[ ]]]]==== −−−− −−−− −−−−
1

12

3 3
bh b t h ho o i  

 

 

剪力流 

q
VQ

I
====  

(((( )))) (((( ))))[[[[ ]]]]==== −−−− ++++ −−−−
V

I
b h h t h yo i i

8
42 2 2 2

 

 

在 y
hi====
2
時 

(((( ))))q
V

I
b h ho i==== −−−−

8

2 2
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薄壁元件剪力流特性： 

(1)剪力流起於流源(source)，集於流匯(sink)。在流源與流匯

上為零。 

(2)合流為各合成支流的代數和。 

(3)總向量和的方向為斷面剪力的方向。 

 

《例題》 

工字樑的剪力流（斷面剪力方向向上） 

 

 b

 
ho

hi

 t

       q

 q

 2q

 2q
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《例題》 

方槽的剪力流（斷面剪力方向向上） 

 c

 t

 t

 b

 q

 q

 q

 q

 

 

《例題》 

凹槽的剪力流（斷面剪力方向向上） 

 

 c

 t

 t

 b

 t

 q

 q

 q

 q

 

 

 

 

 



 24 

六、合成斷面的應力 

合成樑其斷面由不同材料組成，因彈性模數不同，而造成應力不

同的分佈。 

(一） 斷面正應力 

斷面的彎矩造成斷面正應力 

M y dA

E ydA

E
y

c
dA

====

====

==== −−−−

∫∫∫∫

∫∫∫∫

∫∫∫∫

σσσσ

εεεε

εεεε

   

   
2

max

 

取組成斷面之一種材料的彈性模數 EEEE rrrr為參考值。定義其他材料的
彈性模數 EEEE ; 

E nEr====  

(((( ))))

M E
y

c
dA

nE
y

c
dA

E

c
ny dA

y nw dy

r

r

==== −−−−

==== −−−−

==== −−−−

∴∴∴∴ ==== −−−−

∫∫∫∫

∫∫∫∫

∫∫∫∫

∫∫∫∫

2

2

2

2

    

     

   

εεεε

εεεε

σσσσ

max

max

max

 

其中: σσσσ rrrrmaxmaxmaxmax是將材料視為全由參考材料組成時 

的最大正應變。 

定義 IIII NNNN : 

(((( ))))IIII yyyy nwnwnwnw dydydydyNNNN ==== ∫∫∫∫
2

 

IIII NNNN 是將材料視為參考材料，調整斷面寬度所形成新斷面的斷

面慣性矩。 

σσσσ rrrr NNNNMcMcMcMcIIIImaxmaxmaxmax ==== −−−−
 

Qεεεε
εεεε

==== maxmaxmaxmaxyyyy
cccc
；σσσσ εεεεr rE====  

∴∴∴∴ ==== −−−−σσσσ rrrr NNNNMyMyMyMyIIII  

調整回原來材料時，撓曲公式變成: 

Qσσσσ εεεε==== E  

∴∴∴∴ ==== −−−−σσσσ nnnn MyMyMyMyIIII NNNN  

又因 FFFF dAdAdAdAnnnn dAdAdAdAcccc nwydynwydynwydynwydyrrrrrrrr==== ====

====

==== −−−−

∫∫∫∫

∫∫∫∫

∫∫∫∫

0 σσσσ

σσσσ

σσσσ

                        maxmaxmaxmax  

(((( ))))∴∴∴∴ ====∫∫∫∫ nwnwnwnw ydyydyydyydy 0  

所以中性面(中性軸)通過調整後斷面的形心。

⇒⇒⇒⇒
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（二）斷面剪應力 

斷面剪力 FFFFHHHH  FFFF dAdAdAdA dAdAdAdAdAdAdAdAnnnn ydMydMydMydMIIII dAdAdAdAdMdMdMdMIIII nwydynwydynwydynwydy
HHHH LLLL RRRRyyyyccccyyyyccccyyyycccc NNNNyyyycccc NNNN yyyycccc

==== −−−−

====

====

====

∫∫∫∫∫∫∫∫

∫∫∫∫

∫∫∫∫

∫∫∫∫

σσσσ σσσσ                                                
∆σ∆σ∆σ∆σ  

定義:  QQQQ nwydynwydynwydynwydyNNNN yyyycccc==== ∫∫∫∫  QQQQNNNN 是調整寬度斷面面積對中性軸的一次矩。 

∴∴∴∴ ==== ⋅⋅⋅⋅FFFF
VdxVdxVdxVdx

IIII
QQQQHHHH NNNN NNNN  

因此剪力流qqqq : 

qqqq
VQVQVQVQ

IIII

NNNNNNNN====  

斷面剪力 ττττ : 

{

ττττ ====
VQVQVQVQ

IIII tttt

NNNNNNNN 原來寬度  

 


