
第二章 軸向負荷 

 

一、軸向負荷 

二、軸向負荷元件的應力 

三、靜定元件的變形 

四、靜不定元件的變形 

五、結構的位移 

六、熱應力 

 

一、軸向負荷 

(Axial Loading) 

 

（一）特徵 

 

1.元件的任意斷面其形心都在一直線上。（要件） 

2.二力元件且外力作用於形心線上。（要件） 

3.在在斷面上內力的合力作用於形心上且沒有合力矩產生。（結果） 

 

（二）常見的元件： 

 

1.簡單的軸向力元件 

 

 

 

 

 

2.椼架（Truss）： 

軸向力元件所構成的結構 



二、軸向負荷元件的應力 

 

（二）內力分佈 

 

1.負荷分佈圖： 

 

由自由體圖與靜力平衡計算反力； 

將作用力與反力繪成負荷分佈圖。 

 

符號規則：反力向右為『+』； 

反力向左為『-』。 

 

《例》二力元件的負荷分佈圖 

  P P  A  B  

負荷分佈圖 

  P
向右向左

 

 

2. 內力分佈圖： 

 

將元件分段取自由體圖，計算出每段斷面的內力，整理畫成內力分佈圖。 

 

符號規則： 

正斷面（平面指向為右的斷面）向右的內力為『+』；反之為『-』。 

負斷面（平面指向為左的斷面）向左的內力為『+』；反之為『-』。 



 

《例》張力二力元件的內力分佈圖 

  P P  A  B C
 

由 C 點切開計算內力 

  P P  A  C  P P  C  B  

內力分佈圖  P A  B

張力壓力
 

 

《例》壓力二力元件的內力分佈 

  P P  A  B C
 

由 C 點切開計算內力 

  P P  A  C  P P  C  B  
 

內力分佈圖  P

 A  B
張力壓力

 

 

  



 

3.負荷分佈圖與內力分佈圖關係 

 

(1)內力抵銷集中負荷。 

(2)內力是負荷的積分；負荷分佈圖是內力分佈圖的『負』斜率分佈圖。 

(3)自由端的內力為『0』。 

《例》多個外力的軸向負荷 

 

L 3 2 3L A  C  B

 P  P

 

自由體圖 

L 3 2 3L A  C  B

2P  P  P

 

負荷分佈圖 

L 3 2 3L A  C  B

2P  P P 向右向左
 

在 C 點左邊的內力     在 C 點右邊的內力 

 

內力分佈圖 

L 3 2 3L A  C  B

2P  P

 P 張力壓力
 

 

L 3 A  C

2P 2P

 



 

《例》連續外力的軸向負荷 

 

L A

x  B

(((( ))))q x p====

 

自由體圖 

 A

 L  B

pL

 
負荷分佈圖 

 A

 L  B

pL

 p 向右向左
 

內力分佈圖 

 A

 L  B

ppppLLLL 張力壓力
 

（二）斷面正應力 

1.垂直斷面的正應力 

一般未特別註明的斷面正應力指垂直斷面而言。 

  P P  A  B C
 

在 C 點垂直切開求內力 

  P P  A  C  P P  C  B  



 

斷面正向力為 P ；斷面剪力為零 

 

若斷面的截面積為 A  

 

正應力： 

    σσσσ ====
P

A
 

剪應力： 

    ττττ ==== 0  

2.傾斜斷面的正應力 

  P P  A  B C
 

在 C 點以一夾角切開  P

 P V F

θθθθ

 P  P

 F V

θθθθ θθθθ
 

正向力： 

    F P==== ⋅⋅⋅⋅ c o s θθθθ  

 

剪力： 

    V P==== −−−− ⋅⋅⋅⋅ s in θθθθ  

 

傾斜面面積： 

    A
A

θθθθ θθθθ
====

c o s
 



正應力： 

    

σσσσ

θθθθ

θθθθ

====

====

F

A

p

A
   c o s

2

 

剪應力： 

    

(((( ))))

ττττ

θθθθ θθθθ

θθθθ

θθθθ

====

==== −−−−

==== −−−−

V

A

P

A

P

A

   

   

s in c o s

s in
2

2

 

 

 

最大正應力： 

    σσσσ θθθθm a x ====
P

A
  @ = 0  

最大剪應力： 

    ττττ θθθθ ππππ
m a x ==== ±±±± ====

P

A2 4
  @  

3.應力分佈圖： 

 

將應力分佈圖除以該位置的截面積即為應力分佈圖。 

 

符號規則： 

正斷面（平面指向為右的斷面）向右的應力為『+』即為張力；反之為

『-』即為壓力。 

負斷面（平面指向為左的斷面）向左的應力為『+』；反之為『-』。 

 

  正內力⇒正的正應力⇒張（應）力 

  負內力⇒負的正應力⇒壓（應）力 

 

 

4.內力分佈圖與應力分佈圖關係 

 

若元件的截面積固定，則應力分佈圖與內力分佈圖，形狀相同，只是單



位不同。 

《例》多個外力元件的應力分佈 

 

L 3 2 3L A  C  B

2P  P

 
自由體圖 

L 3 2 3L A  C  B

P 2P  P

 

負荷分佈圖 

L 3 2 3L A  C  B

P  P2P 向右向左
 

 

內力分佈圖 

L 3

2 3L A  C  B

 P

 P 張力壓力
 

 

應力分佈圖 

L 3

2 3L A  C  B

−−−− P A

P A 張力壓力
 



三、靜定元件的變形 

 

（一）定義 

 

1.靜定元件 

（Statically Determinate Elements）： 

元件所有的反力可以依靠靜力平衡求得。 

 

 

2.直線變形（Deformation）與正應變： 

直線變形的定義： 

元件或結構上的兩點之相對位移為變形。 

 

′′′′AA B ′′′′B

Ua Ub

L

 

若 A 與 B 兩點受力後之位移別為Ua 與U b ； 

則 AB 線段之線變形量為： 

(((( ))))δδδδ b
a

b aU U==== −−−−  

 

若 AB 線段變形前距離為 L， 

則正應變 εεεε b a ， 

εεεε
δδδδ

b a

b a

L
====  

以微分式表示： 

εεεε x
xdU

dx
====  

εεεε y

ydU

dy
====  



εεεε z

zdU

dz
====  

A B ′′′′B

Ua ==== 0 Ub

L

 

若 A 點為固定端，B 點對 A 點的相對位移為絕對位移 

δδδδ b bU====  

（二）位移的積分式 

 A

 L3 L2 L1

 CB  D

P3P2
P1

 

應力： 

 σσσσ ====
P

A
 

應變： 

 εεεε
σσσσ

====
E

 

變形量：     

δ ε= L

  =
PL

AE

 

若元件由許多不同長短、大小與材料構成，且每段的內力不同，則將每

段的位移累加成： 

     δδδδ ==== ∑∑∑∑
P L

A E

i i

i ii

 

以積分式表示： 

     

(((( ))))
(((( )))) (((( ))))

δδδδ ==== ∫∫∫∫
P x dx

A x E x

L

0

 

（三）位移的微分式 

 



微分式常用於計算分佈負荷所產生的位移。 

 

位移微分式的推導： 

若有一元件受分佈負荷 (((( ))))q x 作用 

∆∆∆∆xx

(((( ))))q x

x

 

 

∆∆∆∆x 小段的靜力平衡 

q x
x

x++++








∆∆∆∆
∆∆∆∆

2

(((( ))))P x (((( ))))P x x++++ ∆∆∆∆

∆∆∆∆xx
 

 

∆∆∆∆x 小段的位移 

x x++++ ∆∆∆∆

x (((( ))))U x

(((( ))))U x x++++ ∆∆∆∆
 

 

由 ∆∆∆∆x 小段靜力平衡得： 

(((( )))) (((( )))) (((( ))))P x x q x x P x++++ ++++ ⋅⋅⋅⋅ ====∆∆∆∆ ∆∆∆∆  

 

對微小的 ∆∆∆∆x  

(((( )))) (((( )))) (((( ))))lim
∆∆∆∆

∆∆∆∆

∆∆∆∆x

P x x P x

x
q x

→→→→

++++ −−−−
++++ ====

0
0  

(((( ))))dP

dx
q x++++ ==== 0 ...(1) 

 

由 ∆∆∆∆x 小段的位移關係得： 



(((( )))) (((( ))))δδδδ ==== ++++ −−−−U x x U x∆∆∆∆  

 

對微小的 ∆∆∆∆x  

(((( )))) (((( ))))

εεεε
δδδδ

====

====
++++ −−−−

→→→→

→→→→

lim

lim

∆∆∆∆

∆∆∆∆

∆∆∆∆
∆∆∆∆

∆∆∆∆

x

x

x

U x x U x

x

0

0
  

  =
dU

dx

 

δδδδ εεεε==== ====
PL

AE

P

AE
;    

P AE

AE
dU

dx

==== εεεε

   = ...(2) 

式(2)代入(1)得 

(((( ))))d

dx
AE

dU

dx
q x







 ++++ ==== 0  

 

或寫成： 

AEU q x′′′′′′′′ ==== −−−− ( )  



 

此為二階常微分方程式需要兩個邊界條件。 

位移邊界條件： 

在啟始端為固定點或參考點，位移為零 

(((( ))))∴∴∴∴ ==== U 0 0  

 

外力的邊界條件：（只能用一個） 

(((( )))) (((( ))))AEU P R′′′′ ==== −−−− ==== −−−−0 0 0   

  或  (((( )))) (((( ))))AEU L P L RL′′′′ ==== −−−− ====  

(((( )))) (((( ))))P P L0 , 分別為作用於原點與 L 正斷面的內力； 

R RL0 , 分別為作用於原點與 L 的外力（向右為正）。 

 

 

（四）位移圖 

 

將元件各段利用位移公式計算出的位移量，以一端為參考點，累計畫成位

移圖。 

 

符號規則： 

對參考點伸長為『+』；縮短為『-』。 

 

位移圖與應力分佈圖關係 

若元件彈性係數固定 

(1)位移是應力的積分；應力分佈圖是位移圖的斜率分佈圖。 

(2)參考點（固定端）的位移為『0』。 



《例》位移積分式 

求下列元件的伸長量 

 

 2P

 L  L  L

A C D B

 P

面積 2A 面積 A

 

自由體圖： 

 P

 2P

 P

 L  L  L

A C D B  

負荷分佈圖： 

P  P2P 向右向左 LLLL  LLLL  LLLL
A C D B  

內力分佈圖： 

L

2L
 P----P

張力壓力 LLLL  LLLL  LLLL
A C D B  

應力分佈圖： 

L

2L

−−−− P A2

張力壓力 LLLL  LLLL  LLLL
A C D B

−−−− P A2 −−−− P A

P A

 
位移圖： 



 
−−−−

PL

AE2
 伸長 縮短  LLLL  LLLL  LLLL A C  D B  

−−−−
PL

AE2
 

−−−−
3

2

PL

AE
 PL

AE

 

伸長量： 

δδδδ δδδδ==== ====

−−−− ++++

==== −−−−

∑∑∑∑ ∑∑∑∑i

i

i i

i ii

P L

A E

PL

AE

PL

AE

PL

AE

  = -
PL

2AE

  
2

 

 

縮短：

PL

AE2  

 



 

《例》位移微分式 

求下列元件在 B 點的位移。 

在 A 點的反力： 

R pdx pLA

L

==== ====∫∫∫∫0  

 

 

 

位移積分式： 

AEU p′′′′′′′′ ==== −−−−  

邊界條件： 

(((( ))))U 0 0====  

(((( ))))AEU pL′′′′ ====0  

解得： 

AEU px c x c==== −−−− ++++ ++++
1

2

2

1 2  

代入邊界條件： 

AEU px pLx==== −−−− ++++
1

2

2

 

 

在端點的伸長量為： 

(((( )))) (((( ))))δδδδ L U L

pL

AE

====

====       
2

2

 

負荷分佈圖 

 A
 L  B

pL

 p 向右向左
 

內力分佈圖 

L A

x  B

(((( ))))q x p====

RA

 



 A  L  B

pL 張力壓力
 

應力分佈圖  A
 L  B

pL

A
張應力壓應力

 
位移圖 

 A
 L  B

pL

AE2
伸長縮短

 

 

以位移積分式計算： 

內力分佈函數： 

P px pL==== −−−− ++++  

位移積分式 

(((( )))) (((( ))))

(((( ))))

δδδδ x
P x dx

AE

px pL dx

AE

o

x

o

x

====

−−−− ++++

∫∫∫∫

∫∫∫∫       =  

==== −−−− ++++
1

2

2px pLx
 

所以在端點的伸長量為： 

(((( ))))δδδδ L
pL

AE
====

2

2  

 

 

 

《例》自重伸長 



一圓錐體體懸掛於天花板上，因其本身的重量而使圓錐體伸長。若圓錐體的半徑

為Ro，高度為 L ，密度為 γγγγ ，試求其端點的伸長量。 

 

 

【解】 

在 x 位置： 

圓錐體的重量與截面積

為： 

(((( ))))P r L x==== ⋅⋅⋅⋅ −−−−γγγγ ππππ
1

3

2

 

A r==== ππππ 2
 

在截面的應力 

(((( ))))σσσσ γγγγx L x==== −−−−
1

3
 

 

 

 

在 x 位置圓錐的伸長量 

(((( ))))

(((( ))))

δδδδ
γγγγ ππππ

ππππ
γγγγ

γγγγ

x

x

x

r L x

r E
dx

E
L x dx

x

E

====
−−−−

−−−−

====

∫∫∫∫

∫∫∫∫

1

3

3

6

2

20

0

2

    =

    

 

 

總伸長量： 

δδδδ
γγγγ

L

L

E
====

2

6
 

 

 L
r

X
Y

x

 

P

X
Y

x

P

P

 



《例》懸掛系統 

求下列懸掛系統 A,B元件的應力，C點的位移。 

 

 

靜力平衡： 

2P
P

3P

 A  B  C
 

 

位移關係： 

xX
w x−−−−
w-x

2w

w

 A  B  C

δδδδ A

δδδδ B

δδδδC

 
【解】 

由靜力平衡： 

F PA ==== 2 （壓力） 

F PB ==== 3 （張力） 

應力公式： 

σσσσ A P A==== 2 （壓力） 

σσσσ B P A==== 3 （張力） 

由位移的幾何關係： 

δδδδ
δδδδ

A

B

w x

x
====

−−−−
...(1) 

應變公式： 

δδδδ A PL AE==== 2 ；δδδδ B PL AE==== 3 ...(2) 

(2)代入(1) 

w x

x

PL AE

PL AE

−−−−
==== ====

2

3

2

3
 

解得 

 A  2W  P

 C B W

 L

 



x w====
3

5
 

同理由位移幾何關係： 

δδδδ
δδδδ

C

B

w w

w

====
++++

====
2

3

5
3

5

13

3
 

解得： 

δδδδ δδδδC B

PL

AE

====

====

13

3

13
     

 

 

 



《例》相對伸長量 

如下圖的構件，AB的長度為L1， ′′′′B C 的長度為L2， ′′′′B B 以銷相連接，

C 點為固定點，若各元件的材料相同，E值為已知，截面積 A均相同。問在

A點受外力P 作用時，位移與外力的關係。 

 

L1

B

A

′′′′B
B

L2

C

δδδδ A

P

δδδδ B

 

 

 

δδδδ B

PL

AE
==== 2

2
 

δδδδ δδδδ δδδδA
B

B A

PL

AE

==== −−−−

====     1
 

δδδδ δδδδ δδδδA BA
B

PL

AE

PL

AE

==== ++++

==== ++++     1 2

2

 

若L L L1 2==== ====  

δδδδ δδδδ δδδδA BA
B

PL

AE

==== ++++

====     
3

2

 



（五）重疊法(Superposition methods) 

 

因負荷與變形具有線性變化的關係，當一元件或結構受到多個負荷時，

可分別考慮每個負荷單獨作用的影響，然後將所有結果加起來。 

L 3 2 3L A  C  B

2P 2P

 



《例》重疊法 

 

L 3 2 3L A  C  B

2P  P

 

可以分解成： 

 

部份自由體圖： 

 

合成自由體圖： 

 

L 3 2 3L A  C  B

P 2P  P

 

L 3 2 3L A  C  B

2P

 



 

部份負荷分佈圖： 

 

 

合成負荷分佈圖： 

L 3 2 3L A  C  B

P  P2P 向右向左
 

部份內力分佈圖： 

 

 

合成內力分佈

圖： 

L 3

2 3L A  C  B

----P

 P 張力壓力
 

部份應力分佈圖： 

 

 

合成應力分佈圖： 

L 3

2 3L A  C  B

P A 張力壓力−−−− P A

 

部份位移圖： 

合成位移圖： 

 

 A  C

 B

L 3

2 3L
伸長縮短PL

AE3

−−−− PL

AE3

L 3

 

 

L 3 2 3L A  C  B

P  P 向右向左
 

L 3 2 3L A  C  B

2 P A 張力壓力
 

L 3 2 3L A  C  B

2P 2P 向右向左
 

L 3 2 3L A  C  B

----P----P

張力壓力
 

L 3 2 3L A  C  B

2P 張力壓力
 

 A  C  B

L 3 2 3L

伸長縮短2

3

PL

AE

 



四、靜不定軸向負荷元件 

 

（一）定義： 

靜不定元件： 

Statically Indeterminate elements 

元件的反力無法僅靠靜力平衡求得，還需借助於位移的關係。 

 

靜不定元件反力的求法常用的有： 

 

1. 柔度法(Flexibility Methods) 

又稱為力法(Force Methods) 

2. 勁度法(Stiffness Methods) 

又稱為位移法(Displacement Methods) 



（二）柔度法 

 

1.設未知贅力(Redundant forces) 

  贅力數目=反力總數-力平衡方程式總數 

2.假設贅力為已知，以贅力與外力形成之靜定結構（稱為放鬆結構；Released 

structure），列出靜力平衡方程式組。 

3.列出位移關係的方程式，以贅力與外力的作用產生原結構某些特定點的位

移。（稱為位移的一致性：  compatibility of displacement） 

4.將上述關係代入靜力平衡方程式，解出其他外力。 



《例》兩端固定桿 

有一桿兩端 A、B固定，一軸向外力 P施於桿中一點 C。求兩端的反

力各為何。 

a

RB

C

B

P

RA

A

L

b

 

 

【解】設未知贅力R A
，並以重疊法分解成兩個元件。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

設定 A點反力為贅力RA；方向向上。 

靜力平衡：  

假設反力RB
方向向下；  

  R R P B A==== −−−− …(1) 

 

位移關係： 

A點固定無位移；δδδδ A ==== 0  

δδδδ A

APb

AE

R L

AE
==== −−−− ++++ ==== 0  

∴∴∴∴ ====RA

Pb

L
…(2) 

 

將(2)代入(1)得 

B

A

RA

 

C

B

PA

 



(((( ))))
R

P b L

L

Pa

L

B ====
−−−−

==== −−−−     

 

 

負號表示RB
的方向與假設相反；正確方向應向上。 



 

（三） 勁度法 

 

1.選擇適當的點為節點，節點的數目稱為自由度(Degree of freedom)。自由度的數

目應足夠決定各元件的位移。 

2.將各元件的位移表示成節點的位移。 

3.將各元件的內力表示成節點位移的函數；進而將反力以節點位移表示。 

4.完成靜力平衡，將節點位移代入靜力平衡方程式，求解。 

5.由解得的節點位移計算出各元件內力，進而求得各點反力。 

《例》兩端固定桿 

有一桿兩端 A、B固定，一軸向外力 P施於桿中一點 C。求兩端的反力

各為何。 

a

RB

C

B

P

RA

A

L

b

 

 

【解】 

取外力點 C為節點，假設其位移為∆ C；方向向下。 

C

P

RA

RB

∆∆∆∆ c

 

假設兩端反力R RA B, ，如圖示方向向上。 

由 C點取 AC、CB兩段自由體；其變形分別為 δδδδ δδδδCA CB,   ， 

且δδδδ δδδδCA CB C==== −−−− ==== ∆∆∆∆  

由變形公式得： 

 

δδδδ CA
AR a

AE
====    



δδδδ CB

BR b

AE
==== −−−−  

 

∴∴∴∴ ====R
AE

a

AE

a

A CA

C

δδδδ

       = ∆∆∆∆
…(1)； 

R
AE

b

AE

b

B CB

C

==== −−−−

====

δδδδ

     ∆∆∆∆
…(2) 

 

由靜力平衡： 

 

R R PA B++++ ==== …(3) 

 

式(1)、(2)代入(3)得 

 

AE

a

AE

b
PC++++







 ====∆∆∆∆  

解得 

∆∆∆∆ C

Pab

AEL
==== …(4) 

 (4)分別代入(1)與(2)得 

 

R
Pb

L
A ====     R

Pa

L
B ====  

 

 

 

《例》同心軸。   

如圖示同心軸，兩軸的長度不同， L Li o−−−− ==== ∆∆∆∆。軸上有一負荷 P，若負

荷大到足以使內、外軸一起變形。求內、外軸內力比 P Po i  



 

 形  式 長度 截面積 內力 彈性係數 

內軸 實心軸 
Li  Ai  P i  Ei  

外軸 套筒軸 
Lo  Ao  P o  Eo  

 

 

δδδδ o δδδδ iLoLi

∆∆∆∆

P

 



 

靜力平衡： 

P P Pi o++++ ==== …(1) 

由位移關係得： 

δδδδ δδδδi o==== ++++ ∆∆∆∆
…(2) 

變形公式： 

δδδδ i
i i

i i

P L

A E
====       δδδδ o

o o

o o

P L

A E
====  

代入(2) 

∴∴∴∴ ==== ++++
P L

A E

P L

A E

i i

i i

o o

o o

∆∆∆∆ …(3) 

 (1)與(3)聯立解得 

(((( ))))
P

P L A E

L A E L A E
i

o o o

o o o i i i

====
++++

++++
∆∆∆∆

 

(((( ))))
P

P L A E

L A E L A E
o

i i i

i i i o o o

====
−−−−

++++

∆∆∆∆
 

因 L Li o≅≅≅≅  

∴∴∴∴ ====
−−−−

++++

P

P

PL A E A E A E

PL A E A E A E

o

i

i o o i i o o

o i i i i o o

∆∆∆∆

∆∆∆∆  

 

 

【特例】 

內外軸使用相同材料，且截面積相同時： 

 

A E A E AEi i o o==== ====  

 

∴∴∴∴ ====
−−−−
++++

P

P

PL AE

PL AE

o

i

∆∆∆∆
∆∆∆∆

 

 



【特例】 

若無間隙的同心軸 

 

Q∆∆∆∆ ==== ====0;   Li oL  

 

P

P

A E

A E

o

i

o o

i i

====
 

 



《例》靜不定懸吊 

如圖所示 ABCD為一剛體，分別由三支彈性桿（可以線性伸長與縮短）

懸吊於 A、B、C三點。求此三支彈性桿的作用力。 

 A  P

 C B W

 L  W  W

 D

 

 

假設靜力平衡為： 

 

FA FB FC

PA B C

D

 

 

位移關係： 

w

w

w x−−−−

xδδδδ A

δδδδ B

δδδδC

δδδδ D

 

 

【柔度法】 

假設點的反力為贅力FC  

假設反力方向如圖所示，由靜力平衡： 

 

ΣΣΣΣFy ==== 0  

F F P FA B C++++ ++++ ==== …(1) 

ΣΣΣΣM oA ====  

F P FB c++++ ⋅⋅⋅⋅ ====3 2 …(2) 

 



由位移關係 

δδδδ

δδδδ
B

C

B

C

B

C

w x

x

F L AE

F L AE

F

F

====
−−−−

==== ====     
 

δδδδ

δδδδ
A

C

A

C

A

C

w x

x

F L AE

F L AE

F

F

====
−−−−

==== ====

2

     
 

 

經整理得 

F F FA B C−−−− −−−− ====2 0 …(3) 

將式(1),(2),(3)聯立解得 

 

 

 

與假設方向相反 

 

 

 

x w====
4

3
 

正確的靜力平衡圖 

FA FB FC

PA B C

D

 

正確的位移圖 

ww

2

3
w

1

3
w

δδδδ A

δδδδ B

δδδδ C

δδδδ D

 

五﹑結構的位移 

F P

F P

F P

A

B

C

====

==== −−−−

====














2

3
1

3
4

3

 



（一）位移圖 

 

1.真正的位移 

結構上各接點的真正位移是依據各元件受力伸長或縮短後的長度畫弧

後所得的交點。 

 

 A  B

 P

 C

θθθθ

′′′′B

 

 

2.微小變量的位移圖 

繪製程序: 

(1)先求(或假設)內力的大小。 

(2)依據內力大小求得伸長與縮短量。 

(3)在原元件上延長或短縮。 

(4)在變形後的終點畫元件的垂直線。 

(5)各垂直線的交點為變行後的新位置。 



(二)靜定結構 

 

《例》靜定結構的位移 

如圖示之靜定結構，受一外力 P。求 B點的水平位移與垂直位移。 

 

 A  B

 P

 C

θθθθ

 

 

 

A

′′′′B

B2

B

C

B1

δδδδ AB

δδδδ BC



位移圖： 

 

 

  B點放大圖: 

 

θθθθ  

θθθθ  

B1  

B3  

′′′′B  

B  

B 2  
B4  

δδδδ AB  

δδδδ BC  

δδδδ B
 

 



由靜力平衡求各元件的內力 

 

F PAB ==== cot θθθθ    (張力) 

F PBC ==== cscθθθθ    (壓力) 

計算出伸長與縮短量 

 

δδδδ
θθθθ

AB

ABP L

AE
====

⋅⋅⋅⋅cot
   (伸長) 

δδδδ
θθθθ

BC

BCP L

AE
====

⋅⋅⋅⋅csc
    (縮短) 

在原結構上作圖﹔由幾何關係得 

水平位移： 

 

δδδδ δδδδ

θθθθ
H AB

ABP L

AE

====

====
⋅⋅⋅⋅

    
cot  

垂直位移： 

(((( ))))δδδδ δδδδ θθθθ δδδδ θθθθ δδδδ θθθθ

δδδδ θθθθ δδδδ θθθθ
V BC BC AB

BC AB

==== ++++ ++++

==== ++++

sin cos cot

csc cot    
 

 

 

 (三)靜不定結構 

《例》靜不定結構的位移 

如圖之三連桿靜不定結構，受一向下力 P，求 D點的位移。 

 

A

D’

C
B

P

L

D

ββββββββ

∆∆∆∆ D

 



D點放大圖： 

 

D2  

D  

D1
 ∆∆∆∆ D  

′′′′D  

δδδδ cd
 δδδδ ad

 

ββββ  ββββ  

 



 

【勁度法】 

取 D點為節點﹐其位移為向下∆∆∆∆D  

由幾何關係得桿 AD與 CD的伸長量δA與δ C  

δδδδ δδδδ ββββA C D==== ==== ∆∆∆∆ cos  

又因桿 AD與 CD的長度為 

L L
L

AD CD==== ====
cosββββ  

變形公式為 

AE

LF ADAD
A ====δδδδ  

可計算得內力 

 

F
AE

L
AD

D====
⋅⋅⋅⋅∆∆∆∆ cos 2 ββββ

(張力) 



同理 BD的伸長量 

 

δδδδ B
BD BDF L

AE
====

 

δδδδ B D BD L==== ====∆∆∆∆ ;     L  

∴∴∴∴ ====
⋅⋅⋅⋅

F
AE

L
BD

D∆∆∆∆
(張力) 

 

D點的靜力平衡方程式為 

 

2F F PAD BDcosββββ ++++ ====  

∴∴∴∴
⋅⋅⋅⋅

++++
⋅⋅⋅⋅

====2
2∆∆∆∆ ∆∆∆∆D DAE

L

AE

L
P

cos
cos

ββββ
ββββ  

 

解得 

(((( ))))
∆∆∆∆ D

PL

AE
====

++++1 2 3cos ββββ  



六、熱應力 

(Thermal Stress) 

 

（一）熱應變(Thermal Strain) 

 

受熱所產生的變形率。 

 

(((( ))))εεεε ααααT T==== ∆∆∆∆  

1.工程伸長率(常用) 

 

(((( ))))δδδδ ααααT T L==== ∆∆∆∆  

2.實際伸長率 

 

dL LdT==== αααα  

dL

L
dT

L

L F

T

T T++++ ++++

∫∫∫∫ ∫∫∫∫====
δδδδ

αααα
∆∆∆∆

 

(((( ))))L

L
Exp TT++++

====
δδδδ

α∆α∆α∆α∆  

(((( ))))(((( ))))δδδδ α∆α∆α∆α∆T L Exp T==== −−−− 1  

 

 



（二）熱應力(Thermal Stress) 

1.定義 

限制熱變形所產生之應力。 

若元件受力與熱伸長時﹐產生伸長量δδδδ  

{
δδδδ αααα==== ++++

PL

AE
L T受力變形 熱膨脹∆∆∆∆123   

則其應變為 

εεεε
σσσσ

α∆α∆α∆α∆==== ++++
E

T  

考慮下列固定於一定間隙的元件﹐假設無外力作用，且間隙固定  ε = 0，當

溫度增高∆∆∆∆T  

∆∆∆∆T

 

εεεε
σσσσ

α∆α∆α∆α∆==== ++++ ====
E

T 0    ∴∴∴∴ ==== −−−−σσσσ α∆α∆α∆α∆E T  

 

熱應力亦可作如下考慮﹕ 

∆∆∆∆T
L L

δδδδT

P

 

受熱伸長 δδδδT
，再以外力 P壓回原來長度， 



使 εεεε ==== 0  

 

δδδδ ααααT L T==== ∆∆∆∆   

δδδδT

PL

AE
==== −−−−  

∴∴∴∴ σσσσ ==== −−−−
P

A
 

==== −−−−E Tα∆α∆α∆α∆  

所以若元件受外力與熱應力作用時，兩種應力之和為: 

{σσσσ εεεε α∆α∆α∆α∆==== −−−−E E T
張應力張應力張應力張應力 熱應力熱應力熱應力熱應力

123
 

 《例》   

一螺桿(B)以螺帽鎖緊於套管(T)內，其截面積與彈性係數分別為

A A E EB T B T, , ,, 。若先將螺桿加熱∆∆∆∆T並用手鎖緊後再旋緊 d距離。問冷卻後之

應力？螺桿的線膨脹係數為αααα B。 

【解】 

在螺帽與套筒的接處面： 

 

           F FT B++++ ==== 0  

其中F FT B, 分別表示作用於套筒與螺桿的外力。 

若螺桿被迫伸長量為 δδδδ B（正值）， 

套筒被壓縮量為 δδδδ T（負值）。 

 

   {F
E A

L
E A TB

B B
B B B B==== ++++

↑↑↑↑

δδδδ αααα螺桿冷卻收縮時造成張螺桿冷卻收縮時造成張螺桿冷卻收縮時造成張螺桿冷卻收縮時造成張力力力力 ∆∆∆∆ …(1) 

F
E A

L
T

T T
T==== δδδδ …(2) 

位移關係 

 



L d LB T−−−− ++++ ==== ++++δδδδ δδδδ  

 δδδδ δδδδB Td−−−− ==== …(3)  

 

(1)，(2)代入(3) 

 

(((( ))))

E A

L

E A

L
E A T

E A

L

E A

L
d E A T

B B
B

T T
T B B B

B B
B

T T
B B B B

δδδδ δδδδ αααα

δδδδ δδδδ αααα

++++ ==== −−−−

++++ −−−− ==== −−−−

∆∆∆∆

∆∆∆∆
 

解得 

δδδδ
αααα

B

T T
B B B

B B T T

d
E A

L
E A T

E A

L

E A

L

====
−−−−

++++








∆∆∆∆

 

代入(1) 

F
E A

L

d
E A

L
E A T

E A

L

E A

L

E A TB
B B

T T
B B B

B B T T

B B B==== ⋅⋅⋅⋅
−−−−

++++








++++
αααα

αααα
∆∆∆∆

∆∆∆∆  

【特例】 

若與例題相同的元件，鎖緊未加熱， 

∴∴∴∴ ====∆∆∆∆T 0得 

F
d

L

E A

L

E A

B

T T B B

====

++++










 

與 P.57相似 

 


